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摘 要 对 任意 的 正 整数 ", 著 名 的 伪 Smarandache 无 平方 因子 本 数 和 0. 02) 定义 为 最 小 的 正 整 数 mm 
使 得 >|" ,利用 初等 方法 以 及 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 Z.(z) 和 Euler 画 数 (2) 的 性 质 , 研 
究 了 方程 Z.Cp(z))=pCZ.(2)) 的 可 解 性 ,证 明了 该 方程 有 无 穷 多 个 正 整数 解 。 同 时 讨论 了 方程 Z.。 
(GD) 十 PC 一 272 的 可 解 性 ,并 求 出 了 该 方程 的 正 整数 解 为 2 一 1。 
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对 任意 的 正 整数 ,著名 的 伪 Smarandache 无 
平方 因子 函数 Z.(z) 定义 为 最 小 的 正 整数 : 使 
得 ”| omM, 即 Z .2) = 一 min(7 :7 17 EN)。 这 
个 Z.(z) 数 是 由 美 籍 罗 马 尼 亚 著名 的 数论 专家 
Smarandache 教授 在 他 所 著 的 《Only Problems ,Not 
Solutions 少 一 书 中 提出 来 的 ,并 建议 人 们 研究 其 性 
质 . 而 Euler 画 数 p(>) 定义 为 不 大 于 "” 且 与 ” 互 素 的 
正 整数 的 个 数 . 对 于 这 两 个 函数 许多 学 者 对 其 进行 
了 研究 ,并 得 出 了 有 意义 的 结论 ,如 文献 [2] 中 
研究 了 方程 Z.(C20z) ) 一 2ZC2Z02)) =0 的 可 解 性 ， 
并 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 , 文献 [3」 中 
研究 了 方程 Z.(0z) = p(2) 与 Q(oD 十 SG) 一 272 的 
可 解 性 问题 ,文献 [4] 中 讨论 了 SoC) = 王 2(2) 的 可 
解 性 ,并 给 出 该 方程 的 所 有 正 整 数 解 ,文献 L5] 中 讨 
论 了 两 个 数论 函数 方程 p(z) = QZ) 与 Z02) 十 
2(02) 一 27 的 可 解 性 问题 ,并 给 出 所 有 的 正 整数 解 , 
文献 16] 中 讨论 了 关于 Smarandache 本 数 和 Euler 
函数 的 三 个 方程 的 可 解 性 问题 并 求 出 所 有 正 整 数 
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解 。 

我 们 利用 初等 方法 研究 了 方程 Z.Co(Gz)) 王 
PCZ。 (72D) ) 与 Z.(7) 十 PC) 一 27 的 可 解 性 问题 ,并 
给 出 方程 所 有 的 正 整数 解 。 


1 相关 引 理 


引 理 1 对 于 素数 2 与 vc 二 1, 有 yp() 一 
po ( 力 一 1)559 。 
引 理 2 ” 设 2”= 首 b2…22 是 正 整数 ”的 标准 


开 
分 解 式 , 则 有 p(z) 二 村 ap， 一 1)59 。 
2 


引 理 3 设 ” 是 任意 的 正 整 数 ,有 2Z.(") 过 7， 
特别 当 ”是 无 平方 因子 数 时 , 则 Z.(z) = 2 。 
引 理 4 如果 2 为 素数 且 & 二, 则 2Z. (三 ) 三 
9] 
引 理 $ ， 设 ” 是 任意 的 正 整数 ,一 力 … 故 ， 
则 Ca) 一 户 记 和 记 09。 
引 理 6 若 (,7z) 一 1, 则 QZ (mm) 一 2Z (07 ) 。 
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2 主要 结论 及 其 证 明 


定理 1 对 任意 的 正 整 数 ”, 方 程 
CpG ) 一 PC ) (1) 
有 无 穷 多 个 正 整数 解 。 


证 明 (1) 显然 当 ”= 1 时 ,Z.Cp(1)) = 1， 
2(CZ(C1)) 一 1 , 故 方程 (1) 成 立 。 

(2) 当 ?7 一 尹 时 ,由 引 理 1 和 5 引 理 4 可 知 : 
Zep(Cp)) = 一 2 一 1D),pCZCp)) 一 pb) 一 户 一 
1。 若 方程 (1) 成 立 , 则 Z.(Cp 一 1) 一 一 1。 显 然 当 户 
一 1 为 无 平方 因子 数 时 ,Z.(2 一 1) 一 2 一 1 成 立 , 所 
以 当 ) 王 祖 且 2 一 1 为 无 平方 因子 数 即 为 方程 (1) 
的 解 。 

(3) 当 ?= 加 时 ,由 引 理 1 和 引 理 4 可 知 ， 
ZaCp(CpD)) 一 QCp CD 一 1D)),pCZCz)) 一 PCD) 
一 少 一 1. 此 处 对 2 分 两 种 情况 讨论 : 

Ci) 当 妃 是 奇 素数 时 ,过 2,… (2 , 六 一 1) 一 1。 
由 引 理 6 可 知 :Z.Cp(p)) = Z.CpC 一 1)) 一 
Z.(Cpb)。Z.0Cp 一 1) 一 0 2 一 1)。 若 方程 (1) 
成 立 , 则 户 . Z.(CD 一 1) 一 p 一 1, 即 2.0p 一 1) 一 1 一 


方 * 经 检验 方程 (1) 无 解 。 


(iD 当 户 =2 时 ,有 ZooCp(02)) 一 2 和 02)， 
p(CZ.(2)) 一 p(C2) 一 1。 若 方程 (1) 成 立 ， 则 
Za.(2) 王 1, 即 < 三 1。 故 当 c 三 1, 尹 =2,72 一 2, 方 
程 (1) 成 立 。 

(4) 当 7 盖 1 且 7= 2 罗 2 2 为 2 的 标准 素 
因子 分 解 式 时 ,由 引 理 2 可 知 
ZaCp0D) 一 Zap0b 罗 外)) 一 和 0b 1 

At 一 DC 一 1)…( 思 一 1))。 

由 引 理 5 可 知 : 

0D(Z0OD) 一 PCD 0Cb 多 和 办)) 一 

PCDi Da 力 ) 一 

(pi 一 1)0p 一 1)…( 因 一 1)， 
当 wo ,…，,o, 全 都 为 1 时 ,显然 有 

DCp(0D) 一 ZeC( 思 一 1 一 1)…( 思 一 1))。 
若 式 (1) 成 立 , 则 
Qi 一 DC 一 1)…(2 一 1)) 一 
(pi 一 1)(0p 一 1)… 和 (一 1)， 

结论 与 引 理 3 矛盾 ,因此 方程 (1) 无 解 。 

当 ao ,w，…,o, 不 全 为 1 时 ,又 可 以 分 两 种 情况 
讨论 : 


(j) 当 Di，D ，…，PD， 全 为 奇 素数 时 ， 由 引 理 2 和 
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引 理 6 可 知 : 
CpG) 一 pp 1 p)) 一 
ZaCpb pp (CD 一 1 一 
1).…( 力 ,一 1)) 一 
2QaCp pp 。 
Za 一 1 一 1)…(b. 一 1)) 一 
站 pb Lp 一 1)(Cp 一 
1)…( 力 , 一 1))。 
由 引 理 5 可 知 
PCZL 0 ) 一 PCbi 罗 7) 一 
(pb 一 1)(Cp 一 1)…(D 一 1)。 
若 方程 (1) 成 立 , 则 
思 1D CC 一 1 一 1 (一 1)) 王 
《三 一 二 沁 2 
化 简 得 
ZaC( 思 一 1 一 1)…(2 一 1)) 一 


1 1 1 
Re 
结论 与 引 理 3 矛盾 , 则 方程 (1) 无 解 。 
(ii ) 当 寻 = 一 2"p8…p5 时 , 现 假设 Z.0Cp(02) ) 一 
PC 02)) ,可 以 得 到 以 下 结 
2 
PC202 pm 轧 )， 
即 
DCp2 op 0)。 和 .0020(p 一 1)… 和 (一 1)) 一 
( 六 一 1)…( 力 ,一 1)， 
进一步 化 简 为 
(2 一 ( 广 一 1)…( 记 一 1)) 一 


CR 
结论 与 引 理 3 矛盾 , 则 方程 (1) 无 解 。 
综 上 所 述 ,得 到 方程 (1) 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 。 
定理 2 ”对 任意 的 正 整数 ”方程 
Zou) 十 PC2) 一 27 (2 
仅 有 正 整 数 解 = 1。 
证 明 《1) 当 ? 王 1 时 ,由 本 数 和 (0 .pz 的 定 
义 ,有 ZaC) = 王 1.pG) 一 1, 所 以 和 0) 十 pG) 一 2。 
(2) 当 ?2 王 名 时 ,由 引 理 1 和 引 理 4 可 知 
.pb) 三 站 pp) 王 了 少 一 1， 


即 
Zu.CpD) 十 PCD) 三 20 一 1， 
20 一 1 天 20, 20p) 十 pp) < 22， 
因此 
Zu) 十 PC2) < 277。 
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(3) 当 ? 三 大 时 ,由 引 理 1 和 5 引 理 4 可 知 :Z.(z) 
一 ]p(N) 一 DO 一 1), 则 2 十 po) 一 尹 十 
2 (CD 一 1)。 此 处 对 之 分 两 种 情况 讨论 : 

(iD) 当 嫁 是 奇 素数 时 ,这 2 有 了 思 十 加 (一 1 去 
2j2, 即 Z.(07) 十 PCO2) < 277。 

(iD 当 户 =2 时 ,有 2Z(2) 一 2,p(2) 一 2 , 则 
和 (2) 十 p(2) 一 2 十 2 全 2 十 2 人 < 天 2.2 2， 
02) 十 PC) < 277。 

(4) 当 ?2 盖 1, 且 7= pp 罗 …p 为 7 的 标准 素 
因子 分 解 式 时 ,， 则 2Z.(z) 王 轧 1,p(2) 一 
pp DC 一 1)Cp 一 1)… 和 (2 一 1)。 

当 QQ 06 全 都 为 1 时 ,显然 有 亡 思 … 访 十 
(太一 1 一 1 了) (及 一 1) 过 2 加 久 和 思 ， 即 
2 (02) 十 PC2) < 277。 

当 w ,os ，…'a 不 全 为 1 时 ,又 可 以 分 两 种 情 ; 
讨论 : 

(iD 当 户 , 思 ，… 力 全 为 奇 素数 时 , 则 和 0) 一 
广 思 … 力 是 一 个 奇数 ,而 p(Oo) 一 略 7 pb ( 记 
一 1 一 1D)…( 思 一 1) 是 一 个 偶数 ,所 以 和 02 十 
9202) 为 一 个 奇数 .而 方程 (2) 的 右 端 为 偶数 , 则 结论 
矛盾 ,因此 式 (2) 无 解 。 

(ii 当 7 = 2"p2…p 时 , 现 假设 2Z.02) 十 
2(02) 一 272, 可 以 得 到 以 下 结 
22 二 20 一 1 一 1) 一 

2。2 力 多 … 思 8， 


进一步 简化 可 得 思 … 思 十 2 一 pp (bp 一 
1 )……( 轧 ， 一 1) 一 2* 力 多 De “0 为 奇数 ,(/， 至 
)…(z2, 一 1) 为 偶数 ,而 等 式 右 端 为 偶数 ,奇数 十 偶 
数 夭 偶数 , 则 方程 (2) 无 解 。 
综 上 所 述 ,方程 (2) 仅 有 正 整数 解 = 1. 证 毕 。 
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Two Equation of Fake Smarandache Square-free Factor 


Eunction and Euler Function 


Wang Xihan,Gao Li,Li Guorong,Xue Yang 
(CColliege oj Mathnemaatics ad Co71zjpzuter Sciezice ,Ya 7?a7 Liverszity ,Ya 7a72 716000，CHzzaa) 
Abstract For any positive integer ?2 ,the famous fake Smarandache square-free factor function QZ。.(mz) is de- 
fined as positive integetr 7 ,7 7 ,with primary method and fake Smarandache squarerfree factor function 
Za(C7z) and Euler function p(72) ,this text Studies solvability of equation CCp(2)) 一 PCZC2)) ,and proves 
that this _ equation has infinitely many integer solutions。Meanwhile, it discusses the solvability of 
Za 十 DC 一 272,8iving its positive integer solution that 7 一 1. 


Key words Fake Smarandache square-free factor function;Euler function;Positive integer solution 


